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TD 1 — Ensembles et relations

1 Ensembles et Fonctions

Exercice 1: Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives ou bijectives 7

a) f TR — RJ,_
x +—

by f:IN — N
n — 2n

c) f:]RY — R

x  +— In(z)

d) f:|R — [-1,1]

x +— cos(x)

Que dire si f est définie de [0, 7] dans R; de [0, 7] dans [—1,1] ?

e) f:| R2 — R?
(x,y) — (z+y,29)

Exercice 2: Soient E et F' deux ensembles et soit f : F — F une application.

Pour une partie A de E, on définit 'image directe de A par f, notée f(A), de la fagon suivante :
f(A)={y € F; Iz € Atel que f(z)=y}={f(z),z € A}.

De facon similaire, I'image réciproque de A’ C F' est définie par :

fHA) ={z € B f(x) € A'}.

Soient A et B (resp. A’ et B’) deux parties de E (resp. F'), a-t-on, en général :

a) f(ANB) = f(A)N f(B) 7 et si f est injective ?
b) f(AUB) = f(A)U f(B) ?

o) fFHAUB) = f-H (AU fI(B)?

d) f~HA'NB) = f~HA)NfH(B) ?

Exercice 3: Montrer que si f et g sont injectives (resp. surjectives) alors g o f est injective
(resp. surjective).

Exercice 4: Soit F un ensemble et f : E — E vérifiant fo f = f : Montrer que si f est injective,
alors f est identité.

Exercice 5: Soit A une partie d'un ensemble E. On appelle fonction caractéristique de A
lapplication x4:|A — {0,1}
r — lsize A
z +— 0 sinon
Soient A et B deux parties de F et leurs fonctions caractéristiques x4 et xp . Quels sont les
ensembles dont les fonctions caractéristiques sont :
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a) 1-xa
b) XA-XB

¢) XA+ XB—XAXB

Exercice 6:

1. Soit f : B — C une fonction. Montrer que :
f injective <= (Vg,h : A— B, fog= foh=g = h)
2. Soit f : A — B une fonction. Montrer que :

f surjective <= (Vg,h : B—C, gof = hof=g¢g = h)
2 Relations

Exercice 7: Examiner si les relations suivantes sont réflexives, symétriques, transitives ou
antisymétriques.

a) La relation d’orthogonalité pour les droites du plan.
b) La relation a® + a = b + b pour les entiers relatifs.

Donner la classe d’équivalence de 0 pour la relation du b)

Exercice 8: Parmi les relations suivantes dans IN, lesquelles sont des relations d’équivalence ?
a) x R y siz est divisible par y,

x R y si x—y est divisible par 3

)
b) x R y si x + y est divisible par 2
c)

)

d) =z R ysix—+y est divisible par 3

Exercice 9: Parmi les relations suivantes dans R, lesquelles sont des relations d’équivalence 7
a) TRy & z.e¥ =y. e

)
b) aRy & [z —y| <1
c) 2Ry & (x —y) € Z*
)

d) sRye 2?2 —y*=x—y

Exercice 10: Soit R une relation binaire sur un ensemble F qui est reflexive et transitive. On
définit les deux relations Sy < (zRy et yRx) et 2Ty < (zRy ou yRzx).
S et T sont-elles des relations d’équivalence?

/

Exercice 11: Soit R la relation sur R? définie par : (z,y)R(z,y) ez +y=2"+1y .
a) Montrer que R est une relation d’équivalence.

b) Trouver la classe d’équivalence du couple (0,0) et (0, 1).
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Exercice 12: Soit E un ensemble, on dénote par P(F) ’ensemble des parties de E.
a) Soit R la relation sur P(E) définie par : ARB < (A=Bou A= FE\ B).
Montrer que R est une relation d’équivalence.

b) Pour X une partie de E, on définit une relation Rx sur P(E) par: ARxB < (ANX = BNX).

Montrer qu’il s’agit d’une relation d’équivalence et donner les classes de ) et E.

Exercice 13: Soit I'application suivante : f:| R?> — R
(x,y) — z+2

a) Cette application est-elle injective, surjective ?
b) Quel est Ey = f71(0) ?

¢) Soit R la relation sur R? définie par : Ry < (v —y) € Ey. Montrer que R est une relation
d’équivalence.

d) Quelle est la classe d’équivalence de (1,1) ?
3 Relations d’ordre

Exercice 14: Dans IN* ordonné par la relation divise, donner un minorant et un majorant (s’ils
existent)

a) de ’ensemble des nombres premiers ;
b) de 'ensemble des diviseurs de 60.
Trouver, si elles existent, la borne supérieure et la borne inférieure de ces ensembles
Exercice 15: Soit f: R — R une application. On définit une relation <y sur R par :
r2py = fly) - flz) =y -«

1. Montrer que < est une relation d’ordre sur R/.

2. Montrer que =y est totale si et seuelemnt si Vz,y € R, |f(y) — f(z)| > |y — z|.

3. A quoi la relation <4, est-elle égale?
Exercice 16: Soit E l'ensemble des couples (I, f) ot I est un intervalle de R et f une fonction
de I dans R. On définit sur E une relation < par :

(I,f) =2 (J,g) <= ICJetg;=f

Montrer que =< est une relation d’ordre sur E.

Exercice 17: On considére les deux relations sur les éléments de R? (le second s’appelle
communément ordre lexicographique).

(l‘,y) j (x/,y/) < T S l‘/ et Y S y/
(2,Y) Ziex (7',9) <= z <2’ ou(z=2"ety<y)

a) Montrer que ce sont effectivement des relations d’ordre.
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b) Sont-elles totales?

c) Soit (z,y) € R2. représenter graphiquement I’ensemble de ses majorants et minorants pour
les deux ordres.

d) Montrer que A = R* x R est une partie non vide de R? majorée pour =j.,, mais qu’elle n’a
pas de borne supérieure.

Exercice 18: Soient E un ensemble et R ’ensemble des relations d’équivalence définies sur F.
On dit que la relation R est plus fine que Ry si : V(z,y) € E?, (#Ry = 2Roy). On définit alors
une relation < sur ’ensemble R en posant : R < Rg si R est plus fine que Ry

a) Montrer que la relation < est un ordre sur R.

b) Montrer que R est plus fine que Ry si et seulement si toute classe modulo R est réunion de
classes modulo R.

¢) R« posséde-t-il un plus grand et un plus petit élément.

d) Soient E = Z et n € Z* . Quelles sont les congruences plus fines que la congruence modulo
n?



